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Тема

Числовые неравенства и их свойства.

Основные методы установления ис4
тинности числовых неравенств.

Основные методы решения задач на
установление истинности неравенств
с переменными. Частные случаи нера4
венства Коши, их обоснование и при4
менение.

Метод математической индукции и его
применение к доказательству нера4
венств. Неравенство Коши для произ4
вольного числа переменных.

Неравенство Коши—Буняковского и
его применение к решению задач.

Неравенства подсказывают методы их
обоснования.

Средние степенные величины, соот4
ношения между ними и другие источ4
ники замечательных неравенств.

а) Средние арифметическое, гео4
метрическое, гармоническое и квад4
ратическое в случае двух параметров.

б) Геометрические интерпретации.
в) Среднее арифметико4геометри4

ческое Гаусса и среднее арифметико4
гармоническое.

г) Симметрические средние. Кру4
говые неравенства.

д) Среднее арифметическое взве4
шенное и его свойства.

е) Средние степенные и средние
взвешенные степенные.
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Часть I. Замечательные неравенства
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Часть II. Средние величины: их свойства и применение

1 2 3 4



�F

����������� ��4���� #��$�� �����'�$����� "��� � �� � �������$

����!�����$3������4��"�������������'������ ����������#����)�%

����� ��������� ��4���� "���#��!�3� �� �� �� ����'�� �� �'���� ���%

�� �*X,��?�����������#��$��"� ���������������(����#�$�(����%

�������(� ������ *"�� ��$���� ����'� $� ��4���,�� ������������ ������

��"���4���� "�� $������.���� ��"���� ��&������

:� ��� � ��"���� ���������� $�������� $�"�������� &'����� �

��'����(� ��������

/� "�����)� � $�������� +���  �4��� ����I

8

9

10

Неравенство Чебышева.
а) Неравенство Чебышева: про4

стейший вариант и его обобщение,
порожденное понятием одномонотон4
ной последовательности.

б) Неравенства, обобщающие как
неравенство Чебышева, так и нера4
венство Коши—Буняковского.

Генераторы замечательных нера4
венств.

а) Мы с ними уже встречались:
свойства квадратичной функции; гео4
метрические модели.

б) Свойства одномонотонных по4
следовательностей — источник заме4
чательных неравенств.

в) Неравенство Иенсона (выпуклые
фигуры и выпуклые функции, свойства
центра масс конечной системы мате4
риальных точек).

г) Исследование функции на вы4
пуклость и вогнутость средствами ма4
тематического анализа. Неравенства
Коши—Гельдера и Минковского.

Применение неравенств.
а) Неравенства в математической

статистике и экономике. Задачи на оп4
тимизацию.

б) Поиск наибольших и наименьших
значений функций с помощью замеча4
тельных неравенств. Итоговая конт4
рольная работа.
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Проверь себя!

L� Что означает понятие «соразмерность»«соразмерность»«соразмерность»«соразмерность»«соразмерность»?
А. Связь размеров B. Пропорциональность размеров
C. Сравнение размеров D. Уменьшение размеров

L� Какое из перечисленных ниже слов используется для обозначе4
ния архитектурного стиляархитектурного стиляархитектурного стиляархитектурного стиляархитектурного стиля?

А. Сирокко B. Мокко
C. Марокко D. Барокко

L�Какое из следующих математических выражений называется про!про!про!про!про!

порциейпорциейпорциейпорциейпорцией?
А.� *$� [� H,�$� n� � B.���d� ��n� ��d��
C.� H� I� =�n� H�� I� =� D.�$� I� ��n� �� I�$

L� Какие из чисел 5, 8, 12 и 24 кратны кратны кратны кратны кратны друг другу?
А.� >�и� H B.� 
��и� >
C.� ���и� H D.� �=�и� H

L� Какие из приведенных ниже чисел являются рациональнымирациональнымирациональнымирациональнымирациональными?

А.� �> B.�√�

C.� �
√>� [� �

D.�
� �

�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � G

L� Какая из приведенных ниже мермермермермер, полученных путем соотнесения
с размерами тела человека, ближе к 2 м?

А. Косая сажень B. Пядь
C. Шаг D. Маховая сажень
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L�На каком из приведенных ниже чертежей отрезок разделен в от4
ношении, похожем на отношение всего отрезка к большей его
части?

-' V'

W' X'

-���&.�� �"�� ��� ��$���������������#�����"���#��!�$�+���

4�� #��$��

S
>'!'
7�E�<-Q
C��C��YFQ
K
%�-4�Y6::-Q
:-H�%&-
-�HF<6&<$�D

Золотая пропорция стала настоящим открытием архитектуры и ис4
кусства в целом эпохи Возрождения.

Вслед за Лукой Пачоли теоретики искусства Возрождения возводят
принцип пропорции в основной принцип эстетики. Он особое значение
в скульптуре и архитектуре придавал так называемой «золотой пропор4
ции», которую именовал «божественной». В своем знаменитом трактате
«О божественной пропорции» (1509 г.) он писал, что пропорциональ4
ность является основой архитектурных сооружений, она заложена в раз4
меры человеческого тела и даже букв алфавита. Он утверждает, что
пропорции существуют всюду: в математике и в механике, в медицине,
в географии и во всех науках и ремеслах. Особую роль «божественная
пропорция» играет в искусстве. Здесь она «мать4царица», т.е. порожда4
ет его и правит им (удачный выбор пропорций в произведении искусст4
ва делает его шедевром). Без нее невозможно создание архитектурного
проекта.

Леонардо да Винчи, который сделал иллюстрации к книге Пачоли,
называл ее золотым сечением.

Однако пропорция золотого сечения была известна людям задолго
до эпохи Возрождения. Ее знали в Древнем Египте и Древней Греции (в
частности, ее можно найти в трудах Пифагора и Евклида).

Почему же эту пропорцию называли сечением? Связано это с тем,
что она возникла из геометрических соображений — деления отрезка на
две части. Посмотрите на рисунок, изображенный ниже, и поясняющие
записи к нему и объясните, как проведено это деление.

$ �� F�$

$� I��� n*�� F� $,� I�$
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Если вы не уверены, что правильно поняли правило деления отрез4
ка в золотой пропорциизолотой пропорциизолотой пропорциизолотой пропорциизолотой пропорции, то загляните в справочник.справочник.справочник.справочник.справочник.

Попробуем установить теперь числовое выражение отношения, ко4
торое заложено в этой пропорции, для чего необходимо воспользовать4
ся основным свойством пропорции и решить полученное квадратное
уравнение относительно х.

Попробуйте проделать это самостоятельно
Поскольку речь у нас идет об отношении длин отрезков, то нас бу4

дет интересовать только положительный корень этого уравнения:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�n�
√> [ �

���≈� �3F�H���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�

Другими словами, большая часть отрезка при золотом сечении от4
носится ко всему отрезку приближенно как 0,6. Это же отношение со4
храняется между меньшей и большей частями деления.

Заметим, что, число, обозначающее это отношение� � �
√> [ �� 3

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

называют коэффициентом золотого сечения и обозначают буквой� ϕ�
Убедитесь, что полученное число является положительным корнем

уравнения�ϕ��d�ϕ�n����Подумайте, как это уравнение можно получить из
квадратного уравнения, которое вы решали, относительно� $��

Обратное же отношение (обозначим его�Φ),  т.е. отношение всего
отрезка к большей его части, равное отношению большей части отрезка
к меньшей, выражается числом

√> d��≈� �3F�H
� � � �

Составьте отношение, обратное�ϕ��Выполнив преобразования, убе4
дитесь, что у вас получится указанное выше число.

При этом целесообразно проделать те же действия, которые вы
выполняли при нахождении коэффициента золотого сечения, и убедить4
ся, что коэффициент, обратный коэффициенту золотого сечения, т.е. Φ,
является положительным корнем уравнения�Φ �[Φ� n���

Нужно еще заметить, что из степеней коэффициентов�ϕ�и�Φ�можно
построить ряд ...�ϕ
3�ϕ�3�ϕ3��3�Φ3�Φ �3�Φ 
3� ..., или, что то же самое ... Φ %
3

Φ %�3�Φ3� �3�Φ3�Φ �3�Φ 
���� �� Его называют рядом золотого сечения.
Именно золотое сечение является той связующей пропорцией, ко4

торая используется при определении размеров многих архитектурных
сооружений.
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Попробуем убедиться в этом. Рассмотрим чертеж храма Василия
Блаженного в Москве (храма Покрова на Рву, как он назывался при его
создании), на котором обозначен пропорциональный строй его разме4
ров. Последняя фраза означает, что на чертеже показаны не сами раз4
меры, а их отношение.

Так, вся высота собора принята за 1. Тогда размер храма от фун4
дамента до основания шатра центральной церкви составляет от 1 чис4
ло, равное коэффициенту золотого сечения —� ϕ�� Высота оставшейся
части шатра до верхней точки креста равна� ϕ���Поэтому ϕ� d�ϕ�� n� ��

Убедитесь, что это действительно так, используя значение� ϕ�
Остальные размеры определяются также последовательными степе4

нями коэффициента�ϕI� �3�ϕ3�ϕ�3�ϕ
3�ϕ=3� ... и свойством�ϕ��d�ϕ
n�ϕ�и т.д.
Кстати, именно свойство получения предыдущей степени в ряду

степеней коэффициента�ϕ� золотого сечения при сложении двух после4
дующих степеней (оно называется свойством аддитивности или сложе4
ния) обеспечивает соединение целого и частей в этом архитектурном
памятнике.

Это свойство является отражением известной в математике пос4
ледовательности чисел, которые называются числами Фибоначчи.

Информацию об этих числах и их авторе вы можете найти в спра4
вочных материалах.

Если же рассмотреть ряд коэффициентов�Φ � золотого сечения:� �3
Φ3�Φ �3�Φ 
3�Φ =3� ..., то они будут обладать свойством ряда чисел Фибо4
наччи.

Самое удивительное, что золотое сечение использовали при соору4
жении своих произведений архитекторы, жившие не только в разных
странах, но относящиеся к разным историческим эпохам и даже циви4
лизациям. Его можно найти в размерах усыпальницы фараона Хеопса в
Древнем Египте (знаменитой пирамиде Хеопса), в храме Парфенон
Древней Греции, в Баптистерии эпохи Возрождения в Пизе, в храме
Покрова на Нерли, в здании Адмиралтейства в Санкт4Петербурге и мно4
гих других памятниках.

В чем же секрет этого явления? Можно предположить, что секрет
этот заложен в самом человеке, в тех пропорциях, которым подчинено
его тело. Известно, что было проведено исследование строения тела
многих тысяч людей, в результате которого удалось выяснить, что талия
делит тело взрослого мужчины в отношении, равном 1,625, а взрослой
женщины — в отношении 1,6. Как мы видим это очень близко к значе4
нию коэффициента золотого сечения Φ��И в связи с этим человек ин4
туитивно воспринимает эту пропорцию в качестве эталона красоты.

Можно только еще раз согласиться с древним философом, который
утверждал, что человек — мера всех вещей.
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Много интересных фактов о золотом сечении вы можете найти на
страницах книг А.В. Волошинова «Математика и искусство», Н.А. Васю4
тинского «Золотая пропорция», И.Ш. Шевелева и др. «Золотое сечение».

Наконец приведем примеры заданий для учащихся, содержательно
связанных с материалом приведенного параграфа, и методические ком4
ментарии к их решению.

7-%-:FQ
%EQ
$;-UFH)Q

1. Отрезок, длина которого равна а, разделен на две части, боль4
шая из которых равна�$��При этом деление произведено в золотом се4
чении. Найдите число, которое показывает отношение меньшей его ча4
сти к большей — коэффициент золотого сечения� ϕ�

2. При проектировании и сооружении зданий архитекторы пользо4
вались специальными инструментами: эталонными палками, мерными
циркулями и др. В Национальном музее в Неаполе выставлен пропорци4
ональный циркуль, найденный при раскопках Помпей, — необходимый
архитектору инструмент (его схематическое изображение приведено
ниже). С помощью этого циркуля можно было получать отрезок, находя4
щийся с данным в определенном отношении. Это отношение определя4
лось положением винта, которым циркуль закреплялся.

X
-

) G
J��  >F�  

Используя данные на чертеже, найдите приближенное значение
отношения (с точностью до трех десятичных знаков), которое задано на
этом циркуле. В какой известной вам пропорции используется это отно4
шение? Обсудите, почему отношение длин двух отрезков, которые из4
меряются концами циркуля, можно задать с помощью закрепления вин4
та в определенном месте ножек циркуля.

3. Какое число является обратным коэффициенту золотого сече4
ния? Что оно показывает для отрезка, который разделен в золотом се4
чении?

4. Пусть задан ряд золотого сечения:� �3�Φ 3�Φ �3�Φ 
3... . Убедитесь
в том, что для членов этого ряда выполняется следующее свойство:
��d�Φ �n�Φ �3�Φ �d�Φ ��n�Φ 
... . Это свойство называется аддитивным.
Название его произошло от слова «сложение».
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5. Используйте двойной квадрат (два примыкающих друг к другу
квадрата по стороне, длина которой равна 1) для построения прямоу!
гольников золотого сечения, т.е. прямоугольников с отношением сто4

рон� *√>� [� �,� I� �� �� *√>� d� �,� I� ���Придумайте способ построения таких

прямоугольников с помощью циркуля и линейки.

Методические комментарии к выполнению заданий

В задании 1 коэффициент золотого сечения находится из пропор4
ции� *�F$,I� $� n� $� I� ��� Использование основного свойства пропорции

приведет к квадратному уравнению относительно отношения�
$�
3�которое

равно искомому отношению. Важно обратить внимание на то, что после

нахождения корней квадратного уравнения необходимо исследовать их
на соответствие условию.

В задании 2 отношение, о котором идет речь, находится делением
56 на 90 (или 90 на 56). Можно убедиться в том, что полученный коэф4
фициент приближенно равен коэффициенту золотого сечения (или об4
ратному ему числу). Кроме того, можно сравнить полученное отношение
с отношением числа 90 к 146. Ответ на последний вопрос требует ис4
пользования для обоснования признаков подобия треугольников.

В задании 3 требуется преобразовать число�
√>�[��

�в обратное ему

число. При этом получится число�√>�d��3�которое выражает отношение

большей части отрезка к меньшей в случае золотого сечения.

В задании 4 нужно убедиться в справедливости приведенных ра4
венств, используя соответствующие преобразования над точным значе4
нием коэффициента золотого сечения.

В задании 5 учащимся предлагается изобрести способ построения
соответствующих прямоугольников. Если это не удастся, можно обра4
титься за помощью к книге А.В. Волошинова «Математика и искусство».

�

�

�
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Модуль 1. Системы счисления 10 ч
Модуль 2. Представление информации в компьютере 10 ч
Модуль 3. Введение в алгебру логики 14 ч
Модуль 4. Элементы теории алгоритмов 14 ч
Модуль 5. Основы теории информации 10 ч
Модуль 6. Математические основы компьютерной графики 10 ч

Всего: 68 ч
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